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Introducción

Controlar un sistema significa manipular

su respuesta dinámica para cumplir las

demandas de una tarea que se va a

ejecutar. Por tanto, resulta difícil

comprender la respuesta de un modelo

dinámico antes de diseñar e implementar

un algoritmo de regulación que modifique

su comportamiento dinámico.
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Metodología

Para desarrollar el modelo matemático del péndulo de

base móvil, se aplicó la metodología de Newton-Euler

(NE), el cual se deriva directamente de la segunda ley

de Newton y de los principios de movimiento

rotacional planteado por Euler. Una vez definidas las

ecuaciones se aplicó el método de sintonización por

ubicación de polos y ceros para desarrollar el

controlador PID.

Figura 1: Diagrama de cuerpo libre PBM
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Metodología

Símbolos Descripción

Fe Fuerza de empuje.

Fr Fuerza de fricción.

l Longitud de la barra.

I Inercia del péndulo.

w Peso de la esfera.

f(x) Posición del móvil.

θ Ángulo del péndulo desde la vertical.

g Constante gravitacional.

P Conexión entre los dos sistemas

(Origen).

M Masa de la base móvil.

m Masa de la esfera.

Figura 1: Diagrama de cuerpo libre PBM Tabla 1: Descripción de las variables físicas
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Modelado matemático del sistema

 𝜏 = 𝐼 𝛼 (1)

Ecuacion de movimiento rotacional 2, a partir de la ecuación 1.

−(𝐹𝑦𝑙𝑠𝑒𝑛 𝜃 + 𝐹𝑥 𝑙 cos )𝜃 − 𝐹𝑟𝑝 = 𝐼𝛼 (2)

La expresión 3, representa la ecuación diferencial del movimiento

rotacional del péndulo

𝑚𝑔𝜃 = 𝑚𝑙
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+𝑚

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
(3)

Figura 2: Movimiento del péndulo en 𝑭𝒙 y 𝑭𝒚

Todo elemento que gira sobre su propio eje posee momento de inercia 

(I) de acuerdo al Postulado de Euler, ecuación 1.
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Modelado matemático del sistema

Para determinar la rapidez de reacción de la base móvil

al movimiento rotacional del péndulo, es necesario

calcular la fuerza de empuje (Fe) que se aplicará, por lo

que, se define en la ecuación 4.

𝑀 +𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+𝑚𝑙

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= 𝐹𝑒 𝑡 (4)

De las ecuaciones (3) y (4) se aplica el método de

eliminación para encontrar las variables
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
=

 𝑥 𝑦
𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
=  𝜃 a continuación, se formulan las

siguientes ecuaciones lineales (5).

𝑚  𝑥 + 𝑚𝑙  𝜃 =
𝑀 +𝑚  𝑥 + 𝑚𝑙  𝜃 =

𝑚𝑔𝜃
𝐹𝑒(𝑡)

(5)

Las soluciones del sistema de ecuaciones se presentan en las

expresiones (6) y (7).

 𝑥 = −
𝑚

𝑀
𝑔𝜃 +

1

𝑀
𝐹𝑒 𝑡 (6)

 𝜃 =
(𝑀 +𝑚)

𝑀𝑙
𝑔𝜃 −

1

𝑀𝑙
𝐹𝑒 𝑡 (7)

Por lo tanto, el modelo de movimiento rotacional del

péndulo en el dominio de la Laplace se representa en la

ecuación (8).

𝜃 𝑠

𝐹𝑒 𝑠
=

−
1
𝑀𝑙

𝑠2 + 𝛽𝑠 − 𝑔
𝑀 +𝑚
𝑀𝑙

(8)
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Modelado matemático del sistema

El modelo de desplazamiento del móvil, en el dominio

de la Laplace se representa en la ecuación (9).

𝑋 𝑠

𝐹𝑒 𝑠
=

1
𝑀

𝑠2 + 𝛽𝑠 + 𝑔
𝑚
𝑀

(9)

En la tabla 2 se presentan las variables a consideradas

para simular el comportamiento dinámico del péndulo

de base móvil mediante las ecuaciones (8) y (9)

Símbolos Descripción

M Masa de la base móvil = 2 kg

m Masa de la esfera = 0.2 kg

g Constante gravitacional = 9.81m/s2

l Longitud del péndulo = 0.5 m

βp Coeficiente de rodamiento para el péndulo de acero//acero = 0.09

µd

βM Coeficiente de rodamiento del móvil con el piso de caucho//

cemento (seco) = 0.8 µd

Tabla 2: Variables para simular la respuesta del sistema

Gráfica 1: Respuesta del sistema péndulo.

Respuesta del sistema

A
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p
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En las gráficas (1) y (2) se presentan las respuestas del

sistema (PBM) a partir de las ecuación (8) y (9).

Respuesta del sistema

A
m

p
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d

Gráfica 2: Respuesta del sistema base móvil
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Modelado matemático del sistema

La función de transferencia general se expresa como F(s),

ecuación (10) y en la gráfica 3 se presenta la respuesta del

sistema

𝐹 𝑠 =
0.5

𝑠4 + 0.89𝑠3 + 22.64𝑠2 + 17.35𝑠 + 21.17
(10)

Gráfica 3: Respuesta del sistema PBM.

Respuesta del sistema
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Mediante Matlab se analiza la respuesta del sistema

de la figura (3), se determina que el tiempo de

subida 𝑡𝑟 = 1.39 segundo, el tiempo de

establecimiento 𝑡𝑠 = 17.6 segundos, con un sobre

impulso 𝑀𝑝 = 26.6%.

Análisis de la señal de salida 
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Diseño e implementación del controlador PID

La estructura más convencional de un PID, se puede

representar como en la ecuación (11) y su representación

en bloques se muestra en la figura 3.

Figura 3: Estructura del PID implementado.

𝑃𝐼𝐷 = 𝑘𝑝 + 𝑘𝑖
1

𝑠
+ 𝑘𝑑𝑠 (11)

Se establecen los parámetros para el diseño del

controlador: lograr un tiempo de estabilización 𝑡𝑠 ≤

1 segundo, un sobre impulso 𝑀𝑃 ≤ 5% y un

ángulo de entrada 𝜃 = ±10 grados con respecto a la

vertical, se determinan las constantes del PID

mediante el método de sintonización por ubicación

de polos y ceros utilizando la ecuación (10), por lo

que se presenta el modelo del PID en la ecuación

(12).

𝑃𝐼𝐷 =
12.66

𝑠
(12)



En la gráfica 4, se presenta la respuesta del sistema, el color azul representa la salida con la implementación del

controlador.
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Diseño e implementación del controlador PID

Gráfica 4: Salida del sistema con el PID Implementado

Respuesta del sistema
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Resultado esperado

𝑡𝑠 ≤ 1 segundo

𝑀𝑃 ≤ 5%

Resultado obtenido

𝑡𝑠 = 10.8 segundos

𝑀𝑃 ≤ 1.79%
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Control Robusto por Modelo Interno

El método de control robusto por modelo interno (IMC)

depende directamente de la estructura del sistema y del

modelo matemático de la planta, actúa como un filtro pasa-

bajo para reducir las oscilaciones de salida, debido a la

discrepancia del modelaje y el proceso real, la figura (4)

muestra el diagrama de bloques de la estructura de un

controlador IMC.

Figura 4: Estructura del controlador IMC.

Al implementar el controlador IMC, se puede observar

una mejoría considerable en la reducción del tiempo de

estabilización de 1.23 segundo y un sobre impulso de

10.8%. gráfica (5).

Gráfica 5: Salida del sistema con IMC.

Respuesta del sistema
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Resultados
Diagrama de bloques simplificado de la integración 

del PID al modelo IMC.

Figura 5: Diagrama de bloques de PID y IMC

Al simular el modelado del sistema PBM con la

implementación de los controladores IMC y PID, se

logró el objetivo propuesto, en la gráfica (6), el color

rojo representa la respuesta del sistema controlada, en

la medida que se incrementa el grado del filtro

aplicado en el control IMC se reduce el tiempo de

estabilización (ts).

Respuesta del sistema
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Gráfica 6: Respuesta del sistema con la implementación del y IMC y PID

Resultado esperado

𝑡𝑠 ≤ 1 segundo

𝑀𝑃 ≤ 5%

Resultado obtenido

𝑡𝑠 = 990 milisegundos

𝑀𝑃 ≤ 1.79%
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Conclusiones

Este artículo presenta el modelo matemático de un péndulo de base móvil, a partir de ecuaciones diferenciales

ordinarias no lineales, que se obtuvieron al aplicar las leyes de Newton-Euler y mediante la aplicación de la

transformada de Laplace, se obtuvo la función de transferencia que se utilizó para simular y analizar el

comportamiento del sistema, para realizar la simulación fue necesario diseñar el mecanismo en SolidWorks y

mediante la librería (SimMechanics Link) se vinculó a Matlab y Simulink versión 2017. Con estas herramientas se

corroboraron los resultados con los parámetros establecidos en el objetivo, en un principio la idea era diseñar un

controlador PID óptimo para el modelo de la planta, pero durante el análisis se determinó que el controlador no

cumplía con las expectativas esperadas en cuanto al tiempo de estabilización por tratarse de un sistema muy inestable,

entonces se optó aplicar un controlador robusto al modelo de la plata con el objetivo de reducir las oscilaciones de

salida y posteriormente aplicar un PID a la nueva función de transferencia. Con estos dos controladores

implementados se logró el objetivo propuesto en diseñar, modelar y controlar un péndulo de base móvil, cumpliendo

con los objetivos establecidos.
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Sugerencias

Es recomendable ajustar los parámetros de un controlador una vez que se lleva a la práctica, ya que

estos son diseñados a partir de modelos matemáticos en condiciones ideales y en ocasiones se ven

afectados por las variables que no fueron consideradas en el modelado. Otro de los puntos

importantes de la dinámica del mecanismo es evitar un alto sobre impulso, ya que este factor tiene la

capacidad de desestabilizar completamente el sistema.
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Gracias por su atención
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